HUGO STEINHAUS.
O mierzeniu pdél plaskich.

Wedlug definicji podanej przez C. Jordana otrzymuje
si¢ pole figury plaskiej ktadagc jg na siatce kwadratowej i su-
mujgc pola tych kwadratéw, ktérych wnetrza leza catkowicie
we wnetrzu figury, poczem oblicza si¢ warto$§é graniczna tak
otrzymanych sum, gdy siatka staje si¢ coraz to gesisza t. j.
gdy bok oczka dazy do zera. Pole kwadratu jest okreslone re-
gulg elementarng: dtugos¢ boku w drugiej potedze.

Niniejszy artykul traktuje nastgpujgca kwestje praktyczna
zwigzang z pomiarem pol: A

Jak obliczaé pole nie zmieniajac siatki kwadratowe;j?

W praktyce ma sig¢ czesto do czynienia z pomiarem pdl,
kidrych kontur jest dany graficznie (rysunek, mapa, zdjecie
fofograficzne). Jezeli wykres ten pokryjemy kalka, na ktorej
wyrysowana jest siatka kwadrafowa, albo jezeli sam kontur jest
wyrysowany na kalce, pod ki6ra podiozono siatke kwadratowa
{np. siatk¢ o boku ’/: cm, w kiéra zaopatrzone sa czesto ze-
szyty lub bloki) to bardzo latwo przeliczyé kwadraty wewnetrzne.
Chodzi jeszcze tylko o to, jak uniknaé zageszczania siatki wy=
maganego definicja Jordana.

I. Twierdzenie. Pole wieloboku (o nieprzecinajqcth sig
bokach), ktérego wierzchotki leza na wezlach?') siatki kwadra-
fowej jest r6wne dokladnie

naz
jezeli a® oznacza pole jednego kwadracika siatki za$ n liczbe
wezlow lezacych wewnatrz wielokoku; przy liczeniu trzeba
jednak uwzglednic¢ wezly lezgce na samym konturze zastg-
pujac je malemi kéteczkami i liczgc jako lezgca wewnatrz wie-

') Proste, skiadajgce si¢ na siatke nazywamy nitkami, ich punkty prze-
cigcia wezlami, kwadraciki oczkami,
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loboku ulamkowa czes¢ wezla odpowiadajaca lezgcemu we-
wnalrz wieloboku wycinkowi kdteczka.

Przyklad: Kladac na siatce kwadrat o boku a wierzchol-
kami na wezly wyliczymy n jako

tHititi=1,

zatem Tw. I. da 1.2 jako pole kwadratu zgodnie z regula
elementarna.

Dowéd. a) Sprawdzimy, ze twierdzenie L. jest prawdziwe
dla wieloboku P, o ile jest prawdziwe dla wielobokéw P, i P,
powstalych przez dorysowanie przekatni przebiegajacej we-
wnatrz P. W samej rzeczy, zalozenie daje

P, =n,a®, P,=n,a?
przyczem n, (ny,) oznacza liczbe wezléw lezacych wewnatrz
P, (P,). Rle liczba n weztéw (calych i utamkowych odpowied-
nio liczonych) padajacych wewnatrz P jest oczywisécie réwna
n, - n,, zas
P=P, + P, =n,a® + n,a® = (n, -} n,)a®

a wiec (wobec n, 4 n, = n)

E—nds c. b. u.

b) Twierdzenie jest prawdziwe dla kwadratu o boku a le-
zgcego wierzcholkami na wezlach, jak uczy przykiad; wedlug
-a) jest zatem prawdziwe dla kazdego prostokata zlozonego
z dwéch a tak samo z trzech i t. d. kwadracikéw ulozonych
rzedem. Z takich rzedéw zlozy¢ mozna prostokat dwa, trzy i t. d.
razy szerszy; do niego bedzie wedlug a) takze si¢ stusowalo
twierdzenie. A wigc twierdzenie wazne jest dla dowolnego
prostokata, kidrego boki sa nitkami siatki.

¢) Rysujac w prostokacie takim przekaini¢ zauwazymy,
ze pole kazdego z 2 powstalych tréjkatéw jest réwne potowie
pola prosiokagta i ze ze wzgledu na symetrje, liczba weziéw
wewnatrz tréjkata jest réwna polowie liczby weziéw w prosto-
kacie. Stad i z b) wynika prawdziwo$é twierdzenia dla tréj-
kata prostokgtnego, ktérego przyprostokatnie sa nitkami a wierz-
-chotki wezlami siatki.

d) Z a) wynika, ze o ile iwierdzenie jest prawdziwe dla
wieloboku P i dla jednego (P,) z wielobokéw otrzymanych
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przez 40 (60, 80, 100) co.uskutecznia si¢ natychmiast. Wezly
watpliwe t. j. lezagce na brzegu figury trzeba naprzemian nie
liczy€ i liczy¢. Tak uzyskany planimetr ma te zalete, ze nie
wymaga mierzenia i sprowadza wszystko do liczenia. Zasada
jego przypomina nonjusz.

Uwaga f). Waing teoretycznie i praktycznie jest kwestja
dokladnosci pomiaru.

Przy danej figurze opisane wyzej postgpowanie daje przy-
blizenie zalezne od liczby pozycji k¥ i od wektora w. Badanie
kweslji przyblizenia zaproweadziloby nas poza ramy niniejszego
artykulu. W wypadku 1-wymiarowym (a wigc prosiszym niz
nasz przedmiot) znalazt A. Chificzyn?), ze przyblizenie
mozna uczyni¢ bardzo zlem przez niezrgczny wybér wektora w
i ze przy danej figurze (figura — zbiér linjowy mierzalny J)
prawie kazdy wektor w daje aproxymacje rzedu —Q(I—ng—kﬁ,
przyczem ¢ jest dowolng liczba dodatniag a C jest stalg zalezng
od ¢, od figury i od w, za§ niezalezng od #. — Latwo zna'ezd
proste figury, dla ktérych rzad przyblizenia przy zadnem w

nie moze by¢ lepszy niz % — W praktyce trzeba po obra-

niu linji L i ustaleniu liczby pozycji (£) tak rozmiescié punkty
A'yy A'5... L zn. tak obraé ich wzajemng odleglo§é, aby
punkt A’xy: lezal z duzem przyblizeniem homologicznie
z A’'y. W tym celu trzeba zamiast pierwotnego ciagu 4,, A,...
uzy¢ nowego A’;, A’,... powstalego przez uwzglednienie tylko
tych A,, kiérych wskaZniki naleza do pewnego postgpu aryt-
metycznego.

Uwaga 7). Dla celéw praktycznych byloby pozadanem
wyksztalcenie powyZzszej metody tak by mozna jej uzyé do
-obliczania momentow figur plaskich.

Résumaé.
Sur la quadrature des aires.

En appliquant un théoréme dii @ MM Hardy et Liftle-
wood ?) on démontre qu’en se servant d’un grillage quadratique

') Mathematische Zeitschrift, tom 18 (1923) str. 289—306. ,Ein Satz
iiber Kettenbiiiche, mit arithmetischen Anwendungen®.
3) loc. cit.






